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      (1)U. DE CHILE


INGENIERIA



Control #5 MA11A ´
ALGEBRA


Escuela de Ingenier´ıa, FCFM, U. de Chile.
30 de septiembre de 2004


P1.-En el siguiente problema P4 denota el espacio vectorial de polinomios con coeficientes enR de grado


menor o igual a 4. Definamos


W1={p∈ P4:p(1) + 2p(−1) = 0}


W2={p∈ P4:p(x) =a+bx+cx2+bx3+ax4 cona, b, c∈R}.


i) (1 pto.) Pruebe queW1,W2 son subespacios vectoriales deP4.


ii) (2 ptos.) Encuentre una base deW1yW2.


iii) (2 ptos.) Encuentre una base deW1∩W2.


iv) (1 pto.) Calcule la dimensi´on deW1+W2.


P2.- a)Sean


v1=






1
0
1
2








v2=






1


−1
2
3








v3=






1
1
0
1








v4=






−1
2


−3


−4






.


i) (1 pto.) Encuentre una base del subespacio vectorial deR4generado porv


1, v2, v3, v4.


ii) (1 pto.) De una base de vectores ortogonales entre s´ı para el subespacio de la parte anterior.


iii) (1 pto.) Encuentre una base del espacioh{v1, v2, v3, v4}i⊥.


b)Sea L⊂R3 la recta que pasa porp= (1,0,0) con vector directord= (1,−1,1).


i) (0.5 ptos.) ¿EsLun subespacio vectorial deR3?


ii) (1.5 ptos.) Se defineS={z∈R3:hz, xi= 0∀x∈L}. Pruebe queS es la recta que pasa por el origen


con vector directorp×d.


iii) (1 pto.) Encuentre una base deS⊥.


P3.- Usaremos la notaci´on Mnn(R) para el conjunto de matrices den×n con coeficientes en R. Si A ∈
Mnn(R) yV es un subespacio vectorial (s.e.v.) deRn se define


A(V) ={Ax:x∈V}.


a)i) (1 pto.) Pruebe que siA∈ Mnn(R) yV es s.e.v. deRn entoncesA(V) tambi´en es s.e.v. de
Rn.


ii) (1.5 ptos.) Sean V, W s.e.v de Rn tales queV ⊕W =Rn. Pruebe que si A ∈ Mnn(R) es invertible


entonces A(V)⊕A(W) =Rn.


iii) (1.5 ptos.) SeanV, W s.e.v deRn tales queV⊕W =Rn. Muestre que siA(V)⊕A(W) =Rnentonces
A es invertible.


Indicaci´on: pruebe que para todoz∈Rn el sistemaAx=ztiene soluci´on.


b)i) (1 pto.) Sea W un s.e.v de Rn y definamosE ={A∈ Mnn(


R) :A(Rn)⊂W}. Muestre queE es un


s.e.v. deMnn(R).


ii) (1 pto.) SeaW ={(t, t) :t∈R}. Calcule la dimensi´on deE={A∈ M22(R) :A(R2)⊂W}.



(2)U. DE CHILE


INGENIERIA



Pauta Control #5 MA11A ´
Algebra


Escuela de Ingenier´ıa, FCFM, U. de Chile.
Semestre Primavera 2004


El objetivo de esta pauta es orientar la correcci´on de los ayudantes y dar al alumno una gu´ıa de estudio. Es
responsabilidad del alumno tener una copia de esta pauta para el d´ıa de la revisi´on de su prueba. Esta se
puede obtener en la p´agina:


http://www.dim.uchile.cl/∼lmella/MA11A.htmlen formato ps o pdf.


P1.-En el siguiente problema P4 denota el espacio vectorial de polinomios con coeficientes enR de grado


menor o igual a 4. Definamos


W1={p∈ P4:p(1) + 2p(−1) = 0}


W2={p∈ P4:p(x) =a+bx+cx2+bx3+ax4 cona, b, c∈R}.


i) (1 pto.) Pruebe queW1,W2 son subespacios vectoriales deP4.


ii) (2 ptos.) Encuentre una base deW1yW2.


iii) (2 ptos.) Encuentre una base deW1∩W2.


iv) (1 pto.) Calcule la dimensi´on deW1+W2.


Pauta.


i) W1 es subespacio vectorial: seanp,q∈W1 yλ∈R. Entonces


(p+λq)(1) + 2(p+λq)(−1) =p(1) +λq(1) + 2(p(−1) +λq(−1))
=p(1) + 2p(−1) +λ(q(1) + 2q(−1)) = 0.


W2 es subespacio vectorial: seanp,q∈W2yλ∈Ry escribamosp(x) =a1+b1x+c1x2+b1x3+a1x4


yq(x) =a2+b2x+c2x2+b2x3+a2x4. Entonces


(p+λq)(x) =a1+b1x+c1x2+b1x3+a1x4+λ(a2+b2x+c2x2+b2x3+a2x4)


=a1+λa2+ (b1+λb2)x+ (c1+λc2)x2+ (b1+λb2)x3+ (a1+λa2)x4.


Esto prueba quep+λq∈W2.


ii) Base deW1. Seap∈W1y escribamosp(x) =a+bx+cx2+dx3+ex4. Entoncesp(1) + 2p(−1) = 0 es


equivalente a la ecuaci´on


a+b+c+d+e+ 2(a−b+c−d+e) = 0


⇐⇒3a−b+ 3c−d+ 3e= 0.


Dejando a, b, c, dcomo par´ametros libres podemos expresare=−a+13b−c+13d. Luego


p(x) =a+bx+cx2+dx3+ (−a+1
3b−c+


1
3d)x


4


(1)


=a(1−x4) +b(x+1
3x


4


) +c(x2−x4) +d(x3+1
3x


4


).


Esto muestra que los vectores 1−x4,x+1
3x


4,x2−x4,x3+1
3x


4 generanW


1. Adem´as son linealmente


independientes (l.i.) ya que si en (1) resulta p= 0 necesariamente a= b= c =d= 0 (utilizando el
hecho conocido que 1, x,x2, x3 yx4 son l.i.). Luego


B1=





1−x4, x+1
3x


4, x2−x4, x3+1


3x


4



(3)es base deW1.


Base deW2. Sip∈W2 por definici´on


p(x) =a+bx+cx2+bx3+ax4


=a(1 +x4) +b(x+x3) +cx2.


Por otro lado si a(1 +x4) +b(x+x3) +cx2 = 0 entonces a+bx+cx2 +bx3+ax4 = 0 y luego


a=b=c= 0. Luego


B2=





1 +x4, x+x3, x2


es base deW2.


iii) Supongamos que p ∈ W1∩W2. Lo que sigue se puede hacer de varias formas. Escribamos p(x) =


a+bx+cx2+dx3+ex4. Entoncesp∈W


1 equivale a


a+b+c+d+e+ 2(a−b+c−d+e) = 0⇐⇒3a−b+ 3c−d+ 3e= 0


yp∈W2 es equivalente aa=e, b=d. Reemplazando en la ecuaci´on anterior obtenemos


3a−b+ 3c−b+ 3a= 0⇐⇒6a−2b+ 3c= 0.


Dejando a, bcomo par´ametros libres tenemosc=−2a+2


3by luego


p(x) =a+bx+ (−2a+2
3b)x


2+bx3+ax4


=a(1−2x2+x4) +b(x+2
3x


2+x3).


Los polinomios 1−2x2+x4, x+2
3x


2+x3 son l.i. ya que si a(1−2x2+x4) +b(x+2
3x


2+x3) = 0


entonces a+bx+ (−2a+23b)x2+bx3+ax4= 0 y deducimosa=b= 0. Concluimos que


B3=





1−2x2+x4, x+2
3x


2+x3





es una base deW1∩W2.


iv) Por las partes anteriores sabemos quedim(W1) = 4,dim(W2) = 3 ydim(W1∩W2) = 2 y gracias a un


teorema conocido


dim(W1+W2) =dim(W1) +dim(W2)−dim(W1∩W2)


= 4 + 3−2 = 5.


Puntaje.


i) 0.5 porW1, 0.5 por W2


ii) 1 porW1, 1 porW2. En cada caso el puntaje es:


0.2 Por “traducir ” p∈Wj en una condici´on para los coeficientes.


0.4 Usar lo anterior para escribirpcomo combinaci´on lineal de algunos polinomios


0.4 Por verificar que los polinomios anteriores son l.i.


iii) 1 Por encontrar las ecuaciones sobre los coeficiente depequivalentes ap∈W1∩W2


0.5 Por, a partir de lo anterior, escribir p∈W1∩W2 como combinaci´on lineal de algunos polinomios.


0.5 Verificar que los polinomios anteriores son l.i.


iv) 1 Recordar y utilizar la f´ormula sobre las dimensi´on deW1+W2. Castigar restando 0.5 si alguien dice



(4)P2.- a)Sean


v1=








1
0
1
2








v2=










1


−1
2
3








v3=








1
1
0
1








v4=










−1
2


−3


−4








.


i) (1 pto.) Encuentre una base del subespacio vectorial deR4generado porv


1, v2, v3, v4.


ii) (1 pto.) De una base de vectores ortogonales entre s´ı para el subespacio de la parte anterior.


iii) (1 pto.) Encuentre una base del espacioh{v1, v2, v3, v4}i⊥.


b)Sea L⊂R3 la recta que pasa porp= (1,0,0) con vector directord= (1,−1,1).


i) (0.5 ptos.) ¿EsLun subespacio vectorial deR3?


ii) (1.5 ptos.) Se defineS={z∈R3:hz, xi= 0∀x∈L}. Pruebe queS es la recta que pasa por el origen


con vector directorp×d.


iii) (1 pto.) Encuentre una base deS⊥.


Pauta.


a)i) Formamos una matriz con filas dadas por los vectoresv1,v2,v3,v4 y escalonamos


1 0 1 2


1 −1 2 3


1 1 0 1


−1 2 −3 −4


−→


1 0 1 2


0 −1 1 1


0 1 −1 −1
0 2 −2 −2


−→


1 0 1 2


0 −1 1 1


0 0 0 0


0 0 0 0


Deducimos que v1yv2son l.i. mientras que v3 yv4 son combinaciones lineales dev1 yv2. Luego una


base del espacio generado porv1,v2,v3,v4 es{v1, v2}. Tambi´en es cierto quev1y (0,−1,1,1) generan


el espacio anterior.


ii) Construiremos un vectorw∈R4 tal quev1ywsean ortogonales yv1,wgeneren el mismo subespacio


que{v1, v2}. De este ´ultimo requerimiento es claro que debemos buscarwde la formaw=αv1+βv2.


Ahora bien,


hw, v1i=hαv1+βv2, v1i=αhv1, v1i+βhv2, v1i.


Pero


hv1, v1i= 1 + 1 + 4 = 6 hv2, v1i= 1 + 2−6 =−3.


Luego debemos hallarα,β tales que 6α−3β= 0. Podemos elegirα= 1, β= 2. As´ı encontramos


w=v1+ 2v2=










3


−2
5


−4








.


iii) Buscamos el espacio ortogonal ah{v1, v2, v3, v4}ique es el mismo que el ortogonal ah{v1, v2}i. 


Escri-bamos las condiciones que satisface x= (x1, x2, x3, x4)∈ h{v1, v2}i⊥:


hx, v1i= 0, hx, v2i= 0⇐⇒





x1 + x3 + 2x4 = 0



(5)Escalonando este sistema encontramos


x1 + x3 + 2x4 = 0


−x2 + x3 + x4 = 0.


Dejando x3, x4 como par´ametros tenemos x2 =x3+x4 y x1 =−x3−2x4. As´ı podemos escribir el


conjunto soluci´on de este sistema como















−x3−2x4


x3+x4


x3
x4






:x3, x4∈R









=







x3




−1
1
1
0






+x4






−2
1
0
1






:x3, x4∈R









=D




−1
1
1
0




,




−2
1
0
1




E


Estos dos ´ultimos son claramente l.i., luego tenemos una base dehv1, v2i⊥.


b)Primero observemos que L={x=p+λd:λ∈R}.


i) L no es espacio vectorial, puesto que 0 6∈ L. En efecto, si 0 ∈ L entonces existir´ıa λ ∈ R tal que


0 =p+λd, es decir,pydser´ıan paralelos. Pero esto es claramente falso.


ii) Definamos L2 como la recta que pasa por el origen y que tiene vector director p×d, notando que


p×d6= 0 ya quepydno son paralelos. Probaremos queS =L2.


L2⊂S. Sea z ∈L2. Entonces z se escribez =λ2p×d para alg´un λ2 ∈R y encontramos que para


cualquier x=p+λd∈L:


hz, xi=hz, p+λdi=hz, pi+λhz, di=λ2hp×d, pi+λλ2hp×d, di= 0


ya quep×des ortogonal apyd.


S ⊂L2. Seaz∈L. Sabemos que 0 =hz, p+λdi=hz, pi+λhz, di ∀λ∈R. Esto implica inmediatamente


que hz, pi= 0 yhz, di= 0 (tomando por ejemplo λ= 0 y luego λ= 1 en la ecuaci´on). Es decirz es
ortogonal apydy de esto concluimos que debe ser paralelo a p×d, es decir z∈L2.


iii) Les la recta con vectorp×dpor lo queL⊥es el plano con vector normalp×dque pasa por el origen.
Este plano es un subespacio deR3 que contiene a los vectorespydy como ´estos son l.i. son base del


planoL⊥. En conclusi´onp= (1,0,0) yd= (1,−1,1) son base deL⊥.


Puntaje.


ai) 0.3 por plantear el escalonamiento de una buena matriz (la de la pauta, o su traspuesta dependiendo
de c´omo se resuelva)


0.3 por escalonar correctamente


0.4 por encontrar los vectores l.i.


ii) 0.3 por plantear alguna idea razonable. Puede ser por ejemplo buscar dos vectores completamente
distintos dev1 y v2, pero: ambos vectores nuevos deben ser combinaciones dev1 y v2 (o los que sean


ques e hayan encontrado como base) y ortogonales entre s´ı.


0.7 por el resto del argumento


iii) 0.3 Por el sistema de ecuaciones que describa la situaci´onx∈ h{v1, v2}i⊥.


0.4 por resolver el sistema anterior


0.3 dar una base del conjunto soluci´on


b)i) 0.2 por la respuesta correcta



(6)ii) 0.7 porL2⊂S


0.8 porS ⊂L2


Nota: en esta pauta se defineL2de manera expl´ıcita. Aunque en una prueba esto no es necesario, las


dos inclusiones de conjuntos o al menos algo equivalente deben estar presentes en el argumento. El
puntaje se asigna por estas ideas, no por la definici´on expl´ıcita.


iii) 0.5 por decir queL⊥ se trata de un plano que pasa por el origen y con vector normalp×d.
0.5 por la base


P3.- Usaremos la notaci´on Mnn(R) para el conjunto de matrices den×n con coeficientes en R. Si A ∈


Mnn(R) yV es un subespacio vectorial (s.e.v.) deRn se define


A(V) ={Ax:x∈V}.


a)i) (1 pto.) Pruebe que siA∈ Mnn(R) yV es s.e.v. deRn entoncesA(V) tambi´en es s.e.v. deRn.


ii) (1.5 ptos.) Sean V, W s.e.v de Rn tales queV ⊕W =Rn. Pruebe que si A ∈ Mnn(R) es invertible


entonces A(V)⊕A(W) =Rn.


iii) (1.5 ptos.) SeanV, W s.e.v deRn tales queV⊕W =Rn. Muestre que siA(V)⊕A(W) =Rnentonces


A es invertible.


Indicaci´on: pruebe que para todoz∈Rn el sistemaAx=ztiene soluci´on.


b)i) (1 pto.) Sea W un s.e.v de Rn y definamosE ={A∈ Mnn(R) :A(Rn)⊂W}. Muestre queE es un


s.e.v. deMnn(R).


ii) (1 pto.) SeaW ={(t, t) :t∈R}. Calcule la dimensi´on deE={A∈ M22(R) :A(R2)⊂W}.


Pauta.


a)i) Sean y1, y2 ∈A(V) y λ∈R. Entonces existenv, w ∈V tales quey1 =Av y y2 =Aw. Como V es


s.e.v. deRn tenemos quev+λw∈Vy concluimos quey1+λy2=Av+λAw=A(v+λw)∈A(V).


ii) Debemos probar queA(V) +A(W) =Rn yA(V)∩A(W) ={0}.


A(V) +A(W) =Rn. Sea z ∈


Rn. Como A es invertible el sistema Ax=z tiene soluci´on x∈ Rn =


V⊕W. Luegox=v+wconv∈V,w∈W. Entoncesz=Ax=A(v+w) =Av+Aw∈A(V) +A(W).


A(V)∩A(W) ={0}. Sea z un elemento cualquiera de A(V)∩A(W). Como z ∈ A(V) existev ∈ V


tal que z=Av y de z∈ A(W) deducimos que existew∈W tal quez =Aw. EntoncesA(v−w) =


Av−Aw=z−z= 0. ComoA es invertible esto implica que v =w. As´ıv∈V ∩W y por hip´otesis
este ´ultimo espacio es trivial. Luego v= 0 y entonces z= 0.


iii) Siguiendo la indicaci´on, veremos que para todo z ∈ Rn el sistema Ax = z tiene una soluci´on. En
efecto, siz∈Rngracias a la hip´otesisA(V)⊕A(W) =


Rnpodemos escribirz=y1+y2cony1∈A(V)


e y2 ∈ A(W). Por consiguiente existen v ∈ V y w ∈ W tales que y1 = Av e y2 = Aw. Entonces


z=Av+Aw=A(v+w). Esto prueba lo que quer´ıamos e implica queAes invertible.


Observemos que para esta parte del problema solo es necesario suponer que A(V) +A(W) =Rn.


b)i) Sean A, B ∈ E y λ ∈ R. Debemos probar que la matriz A+λB ∈ E. Esto ´ultimo se verifica si


(A+λB)(Rn)⊂W. Para probar esto consideremosx∈Rnarbitrario y demostremos que (A+λB)x∈


W. Pero (A+λB)x=Ax+λBx. ComoA, B∈E sabemos queAx∈W yBx∈W y sabiendo que



(7)ii) En este ejercicio n = 2 y W es el subespacio de R2 generado por el vector (1,1). Para calcular la


dimensi´on deE={A∈M22(R) :A(R2)⊂W}debemos encontrar una base de este s.e.v. deM22(R).


SeaA=



a11 a12


a21 a22





∈ M22(R) y veamos bajo qu´e condiciones (sobre los coeficientes) se cumpleA∈E.


Por definici´on deEse tiene A∈E si (y solamente si)A(R2)⊂W. PeroA(R2) es el s.v.e. deR2


A(R2) ={Ax:x∈R2}.


Escribiendox= (x1, x2) tenemos


Ax=



a11 a12


a21 a22


x1


x2



=x1





a11


a21



+x2





a12


a22





. (2)


EntoncesA∈E si para todox1,x2∈Rse cumple


x1





a11


a21



+x2





a12


a22





∈W


Eligiendo x1 = 1, x2 = 0 deducimos que





a11


a21





∈W y esto fuerza a11=a21. Similarmente tomando


x1= 0, x2= 1 debemos tener





a12


a22





∈W y luegoa12=a22. Deducimos que A∈E si y solamente si


A tiene la forma


A=



a b
a b



=a



1 0
1 0



+b



0 1
0 1



.


Estas dos ´ultimas matrices son l.i. por lo que hemos descubierto una base de E, y en conclusi´on la
dimensi´on deE es 2.


Puntaje.


a)i) 0.2 por la compresi´on de s.e.v.
0.8 resto


ii) 0.8 porA(V)⊕A(W) =Rn.
0.7 porA(V)∩A(W) ={0}.
iii) 1


b)i) 1


ii) 0.2 por plantear la idea de buscar restricciones en los coeficientes deA
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